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Vierter Theil.

Anwendung der vorhergehenden Lehre auf biirgerliche,
sittliche und wirthschaftliche Verhiltnisse.

Kapitel I

Einleitende Bemerkungen iiber Gewissheit, Wahrschein-
lichkeit, Nothwendigkeit und Zufilligkeit der Dinge.

Die Gewissheit irgend eines Dinges ldsst sich entweder
objectiv, d. h. an sich betrachten uud bezeichnet in diesem
Falle nichts anderes als das wirkliche gegenwirtige oder zu-
kiinftige Vorhandensein jenes Dinges, oder subjectiv, d. h.
in Bezug auf uns und besteht dann in dem Maasse unserer
Erkenntniss hinsichtlich dieser Wirklichkeit.

Alles, was unter der Somne existirt oder entsteht, das
Vergangene, das Gegenwiirtige und das Zukiinftige hat an
sich die hochste Gewissheit. Hinsichtlich der gegenwirtigen
und vergangenen Dinge ist diese Behauptung von selbst ein-
leuchtend, da eben jene Dinge dadurch, dass sie vorhanden
sind oder gewesen sind, die Moglichkeit, dass sie nicht exi-
stiren oder existirt haben, ausschliessen. Auch hinsichtlich
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der zukiinftigen Dinge ist nicht daran zu zweifeln, [211] dass
sie vorhanden sein werden, wenn auch nicht mit der unab-
wendbaren Nothwendigkeit irgend eines Verhiingnisses, so doch
auf Grund gottlicher Voraussicht und Vorherbestimmung. Denn
wenn das, was zukiinftig ist, nicht sicher sich ereignet, so ist
nicht einzusehen, warum dem hochsten Schipfer der unein-
geschrinkte Ruhm der Allwissenheit und Allmacht zukommen
sollte. Dariiber aber, wie sich diese Gewissheit des zukiinftigen
Seins mit der Zufilligkeit und der Unabhingigkeit der wir-
kenden Ursachen vertrigt, miogen andere streiten; wir wollen
hierauf, da dies unserem Ziele fern liegt, nicht eingehen.

Die in Bezug auf uns betrachtete Gewissheit der Dinge
ist nicht bei allen die gleiche, sondern variirt vielfach nach
oben und unten. Jene Dinge, von welchen es uns durch
Offenbarung, Ueberlegung, sinnliche Wahrnehmung, Erfahrung,
Autopsie oder irgendwie anders gewiss ist, dass wir an ihrer
gegenwiirtigen 'oder zukiinftigen Existenz nicht Zweifel haben
diirfen, besitzen fiir uns die hochste und absolute Gewissheit.
Alle iibrigen Dinge erhalten ein, gem#ss unserer Erkenntniss
unvollkommneres Maass der Gewissheit, welches grisser oder
kleiner ist, je nachdem mehr oder weniger Wahrscheinlich-
keiten dafir vorhanden sind, dass irgend ein Ding ist, sein
wird oder gewesen ist.

Die Wahrscheinlichkeit ist nimlich ein Grad der Ge-
wissheit und unterscheidet sich von ihr wie ein Theil vom
Ganzen. Wenn z. B. die volle und absolute Gewissheit, welche
wir mit ¢ oder 1 bezeichnen, aus fiinf Walrscheinlichkeiten
oder Theilen bestehend angenommen wird, von denen drei fiir
das gegenwiirtige oder zukiinftige Eintreten irgend eines Er-
eignisses und die iibrigen beiden dagegen sprechen, so soll
das Ereigniss $a oder £ der Gewissheit besitzen.

Es wird also von zwei Dingen dasjenige wahrschein-
licher sein, welches den grosseren Theil der Gewissheit be-
sitzt, wenn auch im gewihnlichen Sprachgebrauche nur das
wirklich wahrscheinlich genannt wird, dessen Wahrschein-
lichkeit merklich grosser als die ilfte der Gewissheit ist.
Ich sage: merklich; denn das Ding, dessen Wahrscheinlich-
keit anndhernd nur der Hilfte der Gewissheit gleich ist, wird
zweifelhaft oder schwankend genannt. Es ist also das, was
1 der Gewissheit besitzt, wahrscheinlicher als etwas, was %
der Gewissheit fiir sich hat; keines von beiden ist aber that-
sichlich wahrseheinlich.
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Moglich ist das, was einen, wenn auch sehr kleinen Theil
der Gewissheit fiir sich hat; unmoglich ist dagegen das, was
keinen oder einen unendlich kleinen Theil der Gewissheit be-
sitzt. Moglich ist also z. B. das, was & oder 4 der Ge-
wissheit fiir sich hat.

Moralisch gewiss ist etwas, dessen Wahrscheinlichkeit
nahezu der vollen Gewissheit gleichkommt, sodass ein Unter-
schied nicht wahrgenommen werden kann. Moralisch un-
moglich dagegen ist das, was nur so viel Wahrscheinlichkeit
besitzt, als dem moralisch Gewissen an der vollen Gewissheit
mangelt. [212] Wenn man also das, was %%% der Gewiss-
heit fiir sich hat, als moralisch gewiss betrachtet, so ist das,
was nur g¢sy der Gewissheit fiir sich hat, moralisch un-
moglich.

Nothwendig ist das, was sein, werden oder gewesen sein
muss, und zwar ist die Nothwendigkeit entweder eine
physische — wie es z. B. nothwendig ist, dass das Feuer brennt;
dass das Dreieck drei Winkel besitzt, deren Summe gleich zwei
Rechten ist; dass eine Mondfinsterniss eintreten muss, wenn
sich der Mond zur Zeit des Vollmondes in einem Knoten-
punkte befindet —, oder eine hypothetische, in Folge
deren jedes Ding, so lange es ist oder gewesen ist oder als
seiend oder gewesen seiend angenommen wird, existiren oder
existirt haben muss — in diesem Sinne ist es nothwendig,
dass Peter, von welchem' ich weiss und annehme, dass er
schreiben wird, auch wirklich schreibt —, oder schliesslich
eine durch Uebereinkommen vereinbarte — z. B. muss ein
Wiirfelspieler, welcher mit einem Wiirfel sechs Augen ge-
worfen hat, nothwendiger Weise gewonnen haben, wenn unter
den Spieltheilnehmern vorher vereinbart worden war, dass der
Sieg an einen Wurf von sechs Augen gekniipft sein soll. )

Zufillig (sowohl insofern es von der Willkiir eines mit
Vernunft begabten Wesens, als auch insofern es von einem
zufilligen Ereignisse oder vom Schicksal abhingt) ist das,
was nicht sein, werden oder gewesen sein konnte, wohl-
verstanden in Folge einer entfernten, nicht der nichsten Mog-
lichkeit; denn nicht immer schliesst die Zufilligkeit die Noth-
wendigkeit bis zu Ursachen von untergeordneter Bedeutung ganz
aus, wie ich an Beispielen erliutern will. Ganz gewiss ist es,
dass ein Wiirfel bei gegebener Lage, Geschwindigkeit und
Entfernung vom Wiirfelbrette von dem Augenblicke an, in
welchem er die Hand verlidsst, nicht anders fallen kann, als
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er thatsichlich auch fillt. Ebenso kann das Wetter bei einer
bestimmten gegenwiirtigen Beschaffenheit der Atmosphiire, bei
bestimmter Menge, Lagerung, Bewegung, Richtung, Geschwin-
digkeit der Winde, Diinste und Wolken und bestimmten
mechanischen Gesetzen, nach welchen sich diese sdmmtlich
untereinander bewegen, morgen nicht anders sein, als es wirk-
lich sein wird. Diese Wirkungen folgen aus ihren nichsten
Ursachen nicht weniger nothwendig, als die Erscheinungen der
Finsternisse aus der Bewegung der Gestirne. Und dennoch
hilt man an der Gewohnheit fest, nur die Finsternisse zu den
nothwendigen Ereignissen, die Fiille des Wiirfels und die zu-
kiinftige Gestaltung des Wetters aber zu den zufilligen Er-
eignissen zu rechnen. Der Grund hiervon liegt ausschliesslich
darin, dass das, was zur Bestimmung spiterer Geschehnisse als
gegeben angenommen wird und in Wirklichkeit auch gegeben
ist, uns noch nicht hinreichend bekannt ist; wiire es uns aber
hinreichend bekannt, so ist das Studium der Mathematik
und Physik geniigend weit ausgebildet, damit wir aus gegebenen
Ursachen die spiteren Wirkungen ebenso berechnen konnten,
wie wir z. B. aus den bekannten astronomischen Gesetzen
die Finsternisse berechnen und voraussagen kénnen. Bevor
aber die Astronomie zu solcher Vollkommenheit gelangt war,
musste man die Finsternisse deshalb genau so wie die beiden
andern oben angefiihrten Ereignisse zu den kiinftig zufillig ein-
tretenden zihlen. Daraus folgt, dass einem Menschen und zu
einer bestimmten Zeit etwas als zufillig erscheinen kann, was
einem andern Menschen {213] (ja sogar auch demselben) zu
einer andern Zeit, nachdem die Ursachen davon erkannt sind,
als nothwendig erscheint. Daher hingt die Zaufiilligkeit vor-
nehmlich auch von unserer Erkenntniss ab, insofern als wir
keinen Grund wabrnehmen konnen, welcher dagegen spricht,
dass etwas nicht ist oder nicht sein wird, trotzdem es auf
Grund der niichsten, uns aber noch unbekannten Ursache noth-
wendig ist oder sein wird.

Ein Glick oder ein Ungliick nennt man das Gute oder
Schlimme, was uns widerfihrt, aber nicht jedes beliebige
Gute oder Schlimme, sondern nur das, was wahrscheinlicher
oder mindestens gleich wahrscheinlich uns nichf hitte zu-
stossen konnen; das Gliick oder Ungliick ist daher um so
grosser, je weniger wahrscheinlich es war, dass das Gute oder
Schlimme sich ereignen wiirde. So ist derjenige besonders
vom Gliick begiinstigt, welcher beim Graben in der Erde einen
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Schatz findet, da dies in tausend Fillen nicht einmal eintritt.
Wenn von zwanzig Fahnenflichtigen einer, welcher zum ab-
schreckenden Beispiele fiir Alle gehingt werden soll, aus-
geloost wird, so konnen die neunzehn ibrigen, welchen das
Schicksal hold gesinnt war, nicht eigentlich gliicklich genannt
werden, sondern nur jener zwanzigste, welchen das verhing-
nissvolle Loos getroffen hat, ist der unglicklichste. Kehrt
dein Freund aus einer Schlacht, in welcher nur ein kleiner
Theil der Kimpfer fiel, unverletzt zuriick, so kannst du ihn
nicht gliicklich nennen, wenn du ihn nicht vielleicht deswegen
so nennen willst, weil er durch das Glick, welches in der
Erhaltung des Lebens liegt, ausgezeichnet ist.

Kapitel II.

Wissen und Vermuthen. Vermuthungskunst. Beweis-
griimde fiir Vermuthungen. Einige allgemeine hierher-
gehirige Grundsiitze.

Wir sagen von dem, was gewiss und unzweifelhaft ist,
dass wir es wissen oder kennen, von allem andern aber,
dass wir es nur vermuthen oder annehmen.

Irgend ein Ding vermuthen heisst soviel als seine Wahr-
scheinlichkeit messen. Deshalb bezeichnen wir als Ver-
muthungs- oder Muthmaassungskunst (ars conjectandi
sive stochastice) die Kunst, so genau als moglich die Wahr-
scheinlichkeiten der Dinge zu messen und zwar zu dem Zwecke,
dass wir bei unseren Urtheilen und Handlungen stets das aus-
withlen und befolgen konnen, was uns besser, trefflicher,
sicherer oder rathsamer erscheint. Darin allein berubt die
ganze Weisheit des Philosophen und die ganze Klugheit des
Staatsmannes.

[214] Die Wahrscheinlichkeiten werden sowohl nach der
Anzahl als auch nach dem Gewichte der Beweisgriinde
geschiitzt, welche auf irgend eine Weise darthun oder anzeigen,
dass ein Ding ist, sein wird oder gewesen ist. Unter dem
Gewichte aber verstehen wir die Beweiskraft.

Die Beweisgriinde sind entweder innere, schlechthin
kiinstliche, genommen aus den beweisenden Punkten der Ur-
sache, der Wirkung, des Subjectes, der Verbindung, des An-
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zeichens oder eines beliebigen anderen Umstandes, welcher
irgend einen Zusammenhang mit der zu beweisenden Sache zu
haben scheint, oder dussere und nicht kiinstliche, hergenom-
men aus der Autoritit und den Zeugnissen der Menschen.
Z. B. Titius wird unterwegs ermordet aufgefunden, Maevius
wird des vollbrachten Mordes beschuldigt; die Beweisgriinde
der Anklage sind: 1. Maevius hatte bekanntermaassen einen
Hass auf Titius geworfen (ein Beweisgrund hergenommen von
der moglichen Ursache, denn dieser Hass konnte Maevius zu
dem Morde veranlasst haben); 2. Maevius erbleichte beim
Verhore und antwortete ingstlich (ein Beweisgrund hergenom-
men von der Wirkung, da das Erbleichen und die Angst durch
das Bewusstsein des veriibten Mordes hervorgerufen sein
konnen); 3. im Hause des Maevius wurde ein blutiger Dolch
gefunden (hier liegt ein Anzeichen vor); 4. an demselben Tage,
an welchem Titius getodtet wurde, war auch Maevius den
gleichen Weg gegangen (hier liegt ein Umstand des Ortes und
der Zeit vor); 5. Cajus sagt aus, dass am Tage vor dem
Morde zwischen Titius und Maevius ein Streit stattgefunden
hat (dies ist ein Zeugniss).

Bevor wir aber zu unserer eigentlichen Aufgabe, zu zeigen,
wie man diese Beweisgriinde fiir Vermuthungen zur Messung der
Wahrscheinlichkeiten verwenden muss, iibergehen, sei es uns
gestattet, einige allgemeine Regeln oder Axiome hier voraus-
zuschicken, welche die blosse Vernunft jedem Menschen mit ge-
sundem Verstande diktirt und welche auch im gewihnlichen Leben
von den einsichtsvolleren Menschen immer beobachtet werden.

1. Bei Dingen, iiber welche man volle Gewissheit
erlangen kann, sind Vermuthungen unzulissig. Es
wiire also widersinnig, wenn ein Astronom, welcher weiss,
dass jahrlich zwei oder drei Mondfinsternisse eintreten, von
irgend einem Vollmonde vermuthen wollte, ob er verfinstert
sein werde oder nicht, da er ja die Wahrheit durch sichere
Berechnung ermitteln kann. Ebenso wiirde der Richter, welcher
auf seine Frage nach dem Verbleibe des gestohlenen Gutes
von dem Diebe die Antwort erhilt, dass er dasselbe an
Sempronius verkauft habe, thoricht handeln, aus der Geberde
oder aus dem Tone des Diebes oder aus der Beschaffenheit
des gestohlenen Gutes oder aus anderen Umstinden bei dem
Diebstahle Vermuthungen iiber die Wahrscheinlichkeit dieser
Antwort zu folgern, wenn Sempronius zugegen ist und er von
ihm alles gewiss und leicht erfahren kann.
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2. Es genilgt nicht nur den einen oder den anderen
Beweisgrund zu erwigen, sondern man muss alle Be-
weisgriinde untersuchen, welche zu unserer Kenntniss
kommen konnen [215] und in irgend welcher Beziehung
dem Beweise der Sache dienlich zu sein scheinen.
Z. B. Es fahren drei Schiffe aus dem Hafen fort; nach einiger
Zeit wird gemeldet, dass eines von ihnen durch Schiffbruch
zu Grunde gegangen ist, und wir stellen nun Vermuthungen
an, welches von den dreien es sei. Wiirdeh wir nun allein
die Anzahl der Schiffe in Betracht ziehen, so miissten wir
schliessen, dass das Unglick jedem von ihnen gleich leicht
zugestossen sein konnte; da wir uns aber erinnern, dass eines
der drei Schiffe morsch und alt und schlecht mit Segeln und
Raaen ausgeriistet war, auch einen jungen, unerfahrenen Steuer-
mann hatte, so ist es uns wahrscheinlicher, dass dieses Schiff
zu Grunde gegangen ist, als eines der beiden anderen.

3. Man muss nicht nur alle Griinde beachten,
welche fiir eine Sache sprechen, sondern auch alle,
welche gegen dieselbe angefiihrt werden kénnen,
damit nach genauer Abwigung beider klar ersicht-
lich ist, welche iiberwiegen. Hinsichtlich eines sehr
lange schon von der Heimath abwesenden Freundes wird
gefragt, ob man ihn fiir todt erkliren komme. Fiir die Be-
jahung der Frage sprechen folgende Griinde: Trotz aller
aufgewendeten Mithe hat man innerhalb voller zwanzig Jahre
keine Nachricht iiber ihn erhalten konnen. Reisende sind ‘sehr
vielen Lebensgefahren ausgesetzt, vor denen die zu Hause
Bleibenden bewahrt sind; vielleicht ist er also in den Wellen
umgekommen, vielleicht ist er unterwegs ermordet worden,
vielleicht ist er -im Kampfe oder durch eine Krankheit oder
durch irgend einen Ungliicksfall und an einem Orte, an welchem
ihn niemand kannte, um das Leben gekommen. Wire er noch
am Leben, so miisste er schon ein Alter erreicht haben,
welches sogar zu Hause nur wenigen Menschen zu erreichen
vergonnt ist. Kr wiirde geschrieben haben, wenn er auch an
den entlegensten Kiisten Indiens wire, da er wusste, dass
ihm zu Hause eine Erbschaft in Aussicht stand; und sonstige
Griinde. Mit diesen Beweisgriinden darf man sich aber nicht
begniigen, sondern man muss diesen die folgenden, welche fiir
die Verneinung der aufgeworfenen Frage sprechen, entgegen-
stellen: Es ist bekannt, dass er ein leichtsinniger, nachlissiger
Mensch war, dass er ungern zur Feder griff, dass er auf
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Freunde nichts hielt. Vielleicht ist er von Wilden gefangen
fortgefithrt worden, sodass er nicht schreiben konnte; viel-
leicht hat er auch aus Indien einigemal geschrieben und sind
die Briefe entweder durch’ Nachlissigkeit der Boten oder
durch Schiffbruch verloren gegangen. Schliesslich sind Viele
noch linger ausgeblieben und doch endlich unversehrt moch
in die Heimath zuriickgekehrt.

4, Zur Beurtheilung allgemeiner Dinge geniigen
allgemeine und generelle Beweisgriinde; um aber
Vermuthungen iiber individuelle Dinge sich zu bilden,
muss man auch besondere und individuelle Griinde,
wenn man sie irgendwie nur haben kann, heranziehen.
Handelt es sich ganz allgemein nur darum, anzugeben, um
wieviel wahrscheinlicher es ist, dass ein junger Mann von
zwanzig Jahren einen sechzigjihrigen Greis iiberlebt, als dieser
jemen, so giebt es ausser dem Unterschiede des Alters und
der Jahre nichts, was man in Betracht ziehen kann. Wenn
aber von zwei bestimmten Personen, dem jungen Peter und
dem alten Paul die Rede ist, so muss man auch noch den
Gesundheitszustand beider und die Sorgfalt, [216] welche jeder
auf seine Gesundheit verwendet, beriicksichtigen; denn wenn
Peter krank ist, wenn er seinen Leidenschaften die Ziigel
schiessen lisst und unmissig lebt, so kapn Paul, trotzdem er
weit #lter ist, demnoch mit vollstem Rechte hoffen, Peter
iiberleben zu konnen. ’

5. Bei ungewissen und zweifelhaften Dingen muss
man sein Handeln hinausschieben, bis mehr Licht
geworden ist. Wenn aber die zum llandeln giinstige
Gelegenheit keinen Aufschub duldet, so muss man
von zwei Dingen immer das auswéhlen, welches pas-
sender, sicherer, vortheilhafter und wahrseheinlicher
als das andere erscheint, wenn auch keines von hei-
.den thatsiachlich diese Kigenschaften hat. So ist cs
bei einer ausgebrochenen Feuersbrunst, aus welcher du nicht
anders entrinnen kannst, als dass du entweder hoch oben
vom Dache oder aus irgend einem unteren Stockwerke herab-
springst, fir dich besser, das Letztere zu wihlen, weil es
grossere Sicherheit bietet, wenn auch keines von Beiden vollig
gicher ist und ohne Gefahr, sich zu verletzen, ausgefiihrt
werden kann.

6. Was in irgend einem Falle niitzen und in keinem
Falle schaden kann, ist dem vorzuziehen, was in
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keinem Falle niitzt oder schadet. Hierher gehort das,
von welchem unser Spriichwort gilt:

»Hilft es nicht, so schadet es nicht!«

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen; denn das, was
niitzen kann, ist unter sonst gleichen Umstinden besser,
sicherer und wiinschenswerther als das, was nicht niitzen kann.
7. Den Werth menschlicher Thaten darf man nicht
nach ihrem Erfolge schitzen. Denn die thorichtsten Hand-
lungen haben zuweilen den besten Erfolg, wihrend die kligsten
dagegen den schlechtesten haben. Daher sagt der Dichter:

Careat successibus, opto, quisquis ab eventu
facta notanda putat*).

Wenn es z. B. ein Spieler unternimmt, mit drei Wiirfeln auf einen
Wurf dreimal sechs Augen zu werfen, so wird man von ihm,
selbst wenn er zufillig gewinnen sollte, sicherlich sagen, dass
er thoricht gehandelt habe. Verkehrt sind die Urtheile des
Volkes, welchem ein Mensch um so hervorragender erscheint, je
mehr er vom Gliicke begiinstigt ist, von welchem sogar ein
giinstiges Verbrechen oft noch als gute That angesehen wird;
hieriiber sagt wieder Owen!l) treffend:

Epigr. lib. sing., Num. 2186.

Quod male consultum cecidit feliciter, Ancus
Arguitur sapiens, qui modo stultus erat;
Quod prudenter erat provisum, si male vortat,

Ipse Cato populo judice stultus erit**).

8. Wir miissen uns bei unseren Urtheilen hiiten,
Dingen mehr Gewicht beizulegen, als ihnen zukommt,
und etwas, was wahrscheinlicher ist, als etwas An-
deres fiir ganz sicher zu halten oder Anderen als
solches aufzudringen. Wir miissen nimlich unser Ver-
trauen, welches wir in Dinge setzen, [217] dem Grade ihrer

*) Mag Jeder des Erfolges entbehren, welcher meint nach
ihrem Erfolge die That schiitzen zu miissen. H.
**) Etwas, das schlecht iiberlegt war, gliickte dem Anecus,
d'rum wird er
Plitzlich ein Weiser genannt, eben noch galt er fiir dumm;
Ist aber etwas klug iiberlegt, doch iibel der Ausgang,
Hilt das thorichte Volk selbst einen Cato fiir dumm.
H.
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Gewissheit proportional und um ebensoviel kleiner nehmen, als
die Wahrscheinlichkeit des Dinges selbst kleiner als seine Gewiss-
heit ist, was wir durch das Spriichwort auszudriicken pflegen:

»Man muss ein jedes in seinem Werth und
Unwerth beruhen lassen.«

9. Weil aber doch nur selten volle Gewissheit
erlangt werden kann, so wollen es die Nothwendig-
keit und das Herkommen, dass das, was nur moralisch
gewiss ist, fiir unbedingt gewiss gehalten wird. Es
wiirde also niitzlich sein, wenn auf Veranlassung der Obrig-
keit bestimmte Grenzen fiir die moralische Gewissheit fest-
gesetzt wiirden, wenn z. B. entschieden wiirde, ob zur Er-
zielung dieser ;4% oder %% der Gewissheit verlangt werden
miissen, damit ein Richter nicht parteiisch sein kann, sondern
einen festen (esichtspunkt hat, welchen er beim Fillen des
Urtheiles bestindig im Auge behilt.

Noch mehr derartige Axiome kann jeder, welcher im ge-
wohnlichen Leben bewandert ist, auf eigene Faust aufstellen;
 wir konnen nicht alle, zumal uns die passende Gelegenheit
fir jhre Anwendung mangelt, im Gedichtnisse haben.

Kapitel IIL

Verschiedene Arten von Beweisgriinden; Schiitzung ihres

Gewichtes fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten

von Dingen.

Derjenige, welcher die Beweisgriinde eines Urtheils oder
einer Vermuthung priift, wird drei verschiedene Arten unter-
scheiden: einige Beweisgriinde sind nothwendig vorhanden
und zeigen die Sache zufillig an, andere sind zufillig
vorhanden und zeigen die Sache nothwendig an, und
endlich noch andere sind zufillig vorhanden und zeigen
die Sache auch zufillig an. Ich erliutere den Unterschied
an Beispielen: Mein Bruder hat mir schon lange Zeit keinen
Brief geschickt; ich bin nun im Zweifel, ob seine Triigheit
oder Geschifte daran schuld sind, befiirchte aber auch, dass
er vielleicht gar gestorben ist. Hier sind also drei Griinde
fir das Ausbleiben von Briefen: Triigheit, Tod und Geschifte.
Der erste dieser Griinde ist nothwendig vorhanden (in Folge
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hypothetischer Nothwendigkeit, weil ich von meinem Bruder
weiss und annehme, dass er triige ist), aber er zeigt das Aus-
bleiben der Briefe nur zufillig an, da diese Trigheit meinen
Bruder nicht hiitte am Schreiben zu Hindern brauchen. Der
zweite Grund ist zufillig vorhanden (denn es kann mein Bruder
noch am Leben sein), aber er zeigt das Ausbleiben der Briefe
nothwendig an, da ein Todter nicht schreiben kann. {218]
Der dritte Grund ist zufillig vorhanden und zeigt anch das
Ausbleiben der Briefe zufillig an, da mein Bruder Geschiifte
haben oder auch nicht haben kann, und da sie im ersteren
Falle nicht so umfangreich zu sein brauchen, dass sie ihn
vom Schreiben abhalten. — Ein weiteres Beispiel ist das
folgende: Ein Spieler soll nach den getroffenen Vereinbarungen
gewinnen, wenn er mit zwei Wiirfeln sieben Augen wirft,
und ich will vermuthen, ob er Hoffnung auf Gewinn hat.
Hier ist der Beweisgrund fiir den Sieg der Wurf von sieben
Augen, welcher den Sieg mit Nothwendigkeit anzeigt (n#mlich
kraft der von den Spieltheilnehmern getroffenen Vereinbarung),
aber dieser Grund ist nur zufillig vorhanden, da ja ausser
den sieben Augen auch eine andere Anzahl von Augen fallen
kann.

Ausser dieser Verschiedenartigkeit der Beweisgrinde mag
man noch einen weiteren Unterschied zwischen ihnen beachten,
insofern als einige derselben reine, andere gemischte sind.
Reine Beweisgriinde nenne ich solche, welche in einigen
Fillen eine Sache so beweisen, dass sie in anderen Fillen
nichts positiv beweisen; gemischte Beweisgriinde aber
nenne ich solche, welche in einigen Fillen eine Sache so be-
weisen, dass sie in anderen Fillen das Gegentheil derselben
beweisen. 7. B. In einem Haufen von sich Streitenden wird
einer derselben mit einem Schwerte erstochen und durch das
Zeugniss vertrauenswiirdiger Menschen wird festgestellt, dass
der Thiiter einen schwarzen Mantel getragen hat. Wenn
nun von den Streitenden Gracchus und drei Andere mit
schwarzen Minteln bekleidet waren, so wird dieses Kleidungs-
stiick einen Beweisgrund dafir abgeben, dass der Mord von
Gracchus veriibt wurde, aber nur einen- gemischten; denn in
einem Falle beweist der Mantel seine Schuld, in drei Fillen
aber seine Unschuld, je nachdem der Mord von ihm selbst oder
von einem der drei Andern veriibt worden ist, und er kann
nicht von diesem Letzteren ausgefiihrt sein, ohne dass Gracchus
unschuldig ist. Ist aber in dem angestellten Verhore Gracchus
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erbleicht, so liefert dieses- Erbleichen cinen reinen Beweis-
grund; denn es beweist die Schuld des Gracchus, wenn es
von dem bosen Gewissen herkommt, es bezeugt aber nicht
seine Unschuld, wenn es durch irgend eine andere Ursache
veranlasst ist, da Gracchus sehr leicht aus einer solchen er-
bleicht und dabei doch der Morder sein kann.

Aus dem bisher Gesagten ist klar ersichtlich, dass die
Beweiskraft, welche irgend ein Beweisgrund hat, von der
Menge der Fille abhingt, in welchen dieser vorhanden oder
nicht vorhanden sein kann, eine Sache anzeigen oder nicht
anzeigen oder auch ihr Gegentheil anzeigen kann. Daler kann
der Grad der Gewissheit oder die Wahrscheinlichkeit, welehe
dieser Beweisgrund liefert, aus jenen Fillen mit IHiilfe der
Lehren des ersten Theiles genau so berechnet werden, als
wie die Hoffuungen der Theilnehmer an einem Gliicksspiele
gefunden zu werden pflegen. Um dies zu beweisen, nehmen
wir an, dass die Anzahl der Fille, in welchen ein Beweis-
grund zufillig vorhanden sein kann, [219] gleich 4, die der
Fille, in welchen ein Beweisgrund nicht vorhanden sein kanmn,
gleich ¢, und die Anzahl beider Fiille b 4+ ¢ = @ ist. Ferner
sei die Anzahl der Fille, in welchen der Beweisgrund ecine
Sache zufillig anzeigt, gleich , in welchen er sie nicht oder
ihr Gegentheil anzeigt, gleich y und die Anzahl heider Fille
# -+ y=ca Wir nehmen noch an, dass alle Fille gleich
moglich sind, d. h. dass jeder Fall mit derselben Leichtigkeit
wie jeder andere eintreten kann. Im andern Falle nehmen
wir eine Abinderung vor, indem wir an Stelle eines jeden
leichter eintretenden Falles soviele Fille zihlen, als dieser
Fall leichter als die iibrigen eintritt; so z . zihlen wir statt
eines dreifach leichteren Falles drei Fille, welche mit der
gleichen Leichtigkeit wie die ilbrigen eintreten kénnen.

1. Wenn nun ein Beweisgrund zufillig vorhanden scin
kann und nothwendig eine Sache anzcigt, so gicht cs
nach den eben getroffenen Festsetzungen 4 Iiille, in welchen
er vorhanden sein und also auch die Sache (oder 1) anzeigen
kann, und ¢ Fille, in welchen er nicht vorhanden sein und
also auch nichts anzeigen kann. Dies giebt (nach Satz IJ,

! . ) b-14-c-0 b
Zusatz, im ersten Theile, 8. 7) das Gewicht —

T

sodass ein solcher Beweisgrund % der Sache oder der Ge-

wissheit der Sache beweist.
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2. Ist der Beweisgrund nothwendig vorhanden und
kann er zufillig eine Sache anzeigen, so sind nach den
obigen Annahmen 8 Fille vorhanden, in denen er die Sache
anzeigen kamn, und y Fille, in welchen er diese nicht od'er
sogar ihr Gegentheil anzeigt. Daraus folgt fiir diesen Beweis-

A .0 .
grund die Beweiskraft ﬂ—-%:%, und es beweist da-

Ler ein soleher ﬁ der Gewissheit der Sache; ist der Beweis-
a

gruiid ein gemischter, so folgt (was auf dieselbe Weise sich
y 07,
o T

3. Wenn ein Beweisgrund zufillig vorhanden sein und
zufillig eine Sache anzeigen kann, so nehmen wir zu-
niichst an, dass er vorhanden ist, in welchem Falle er, wie

ergicht) fiir die Gewissheit ihres Gegentheiles

ehen gezeigt ist, % der Sache, und wenn der Beweisgrund

ein gemischter ist, 7 ihres Gegentheiles beweist. Da es nun
a

b Fille giebt, in denen der Beweisgrund vorhanden sein kann,

und ¢ Fille, in denen er nicht vorhanden sein, also auch nichts

beweisen kann, so hat dieser Beweisgrund fiir den Beweis der

b- E +c-0 b
Sache das Gewicht = und, wenn er ein
b L +c-0
. . @ by ..
gemisehter ist, den Werth —————=-—"fiir den Be-
' @ aca

weis ilires Gegentheiles.

[220] 1. Wenn ferner melrere Beweisgriinde fiir den Be-
weis ein und derselben Sache vorhanden sind, und wenn wir
fiir den

i, 2, 3., 4, 5., ... Boweisgrund
die Anzall aller Fille mit @, d, g, p, s,

die Anzahl aller beweisen-

den Fiille mit } be kg b
die Anzahl aller nicht he- .
weisenden oder das Gegen-} e, fy, 4 o7, u
theil beweisenden Fille mit
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bezeichnen, so wird die aus dem Zusammenwirken aller Be-
weisgriinde resultirende Beweiskraft folgendermaassen goschiitat.
Alle Boweisgriinde seien erstens reine. Dann ist das Ge-

. . . ca b
wicht des ersten Beweisgrundes fiir sich allein gleich —
a

a—c b : : .
= (statt — miissen wir £ schreiben, wenn der Beyeis-
a a o

b

grund zufillig die Sache anzeigt, und gq ) Yeun er zugleich

noch zufillig vorhanden ist), wie wir gezeigt haben. Nun
tritt ein zweiter Beweisgrund hinzu, welcher in e =d — f
Fillen die Sache oder 1 beweist und in f Fillen sie nicht
beweist; in diesen letzten f Fillen bleibt daher nur das eben

. . a—c . .
gefundene Gewicht —— des ersten Beweisgrundes als wirk-
a

sam iibrig. Beide Beweisgriinde zusammen haben mithin das
Gewicht:

@—f)-1+f= = _ad—cf __of
= ad ad

Nehmen wir jetzt noch den dritten Beweisgrund hinzu, so
sind 2 =g — 7 Fille vorhanden, in welchen er dic Sache
beweist, und ¢ Fille, in welehen er sic nicht beweist und nur

die beiden ersten Beweisgriinde mit ihrem Gewichte “—ZCL
ac

wirksam bleiben. Folglich haben alle drei Beweisgriinde zu-
sammen das Gewicht:

. .ad—cf
R _adg—cfi__ _ ofi
g T adg T ady

Und in der gleichen Weise miissen wir weiter vorgehen, wenn
noch mehr Beweisgrinde vorhanden sind. Offenbar ist die
Walrscheinlichkeit, welche alle Beweisgriinde zusammen liefern,
von der volligen Gewissheit oder der Einheit nur um den
Bruchtheil der Einheit entfernt, welcher gleich dem Producte
aller nicht beweisenden Fille dividirt durch das Product aller
Fille von allen Beweisgriinden ist.

5. Zweitens seien alle Beweisgrinde gemischte. Da nun
diec Anzahl aller beweisenden Fille des ersten Beweisgrundes
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gleich b, des zweiten gleich ¢, des dritten gle:ieh h, e und
der das Gegentheil heweisenden Fille bez. gleich ¢, f, CREE
ist, so verhilt sich die Walrscheinlichkeit der zu bewelse.n—
den Sache zu der ihres Gegentheiles kraft des ersten .Bewels-
grundes allein wie & :c, kraft des zweiten allein wie ¢ : f
kraft des dritten allein wie 4 :¢ Nun ist es aber augen-
scheinlich genug, dass sich die gesammte Beweiskraft, welche
ans dem Zusammenwirken aller Beweisgriinde resultirt, zu-
sammensetzt aus den Beweiskriiften aller einzelnen Griinde,
[221] d. h. dass die Wahrscheinlichkeit der Sache zu d(?r
Wahrscheinlichkeit ihres Gegentheiles sich  verhilt wie
beh...:efi...; folglich ist die Wahrscheinlichkeit der Sache

beh ...

beh---+cfr...
efi... .
beh---+cfi...

6. Es seien drittens einige Beweisgriinde reine (z. B. die
drei ersten von fiinfen) und einige gemischte. (z. B. (_1ie
beiden iibrigen). Ieh betrachte zuniichst die reinen allein,

und die ihres Gegentheiles gleich

gleich

lg — cf? _ . !
welche (nach Nummer 4) E(—ga—(;,g—i der Gewissheit der

Sache beweisen, sodass also moch g—f—l—g an der Einheit fehlt.
Wir haben also gleichsam adg — ¢f% Fille, in welchen die
drei reinen Beweisgriinde zusammen die Sache odt?r 1 be-
weisen, und cf% Fille, in welchen sie nichts beweisen und
mur den gemischten Beweisgriinden ihren Platz einriumen.
Diese letzteren beiden aber haben (nach Nummer 5) fiir die

{ . ) Y
Sache das Gewicht -—-——-———q ; _g’_ p und fiir ilr Gegentheil m .

Folglich crgiebt sich aus allen Beweisgriinden fiir die Sache
die Wahrscheinlichkeit '2):

; . qt
(adg — cfi) - 1 + nfzm adg(gt + ru) — cfiru
adg adg (qt + 7ru)
efiru

adg(gt + ru)

oft ru .
Can W T s . Kleiner als
Diese Wahrscheinlichkeit ist um adg gt poo ein
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die Gewissheit oder Einheit; der erste Bruch dieses Productes
ist aber genau der Bruchtheil, mn welchen die aus allen reinen
Beweisgriinden (nach Nr. 4) resultirende Wahrscheinlichkeit der
Sache kleiner als die Gewissheit ist, wiihrend der zweite Bruch
gleich der ganzen Wahrscheinlichkeit des Gegentheils ist, welche
sich (nach Nr. 5) aus den gemischten Beweisgriinden ergiebt.

7. Wenn ausser den Beweisgriinden, welche der zu be-
weisenden Sache forderlich sind, sich noch andere reine Be-
weisgriinde darbieten, durch welehe ihr Gegentheil bezeugt
wird, so miissen die Beweisgriinde beider Arten nach den
vorstehenden Regeln einzeln abgewogen werden, damit das
Verhiltniss ermittelt werden kann, welches zwischen der Walr-
scheinlichkeit der Sache und der Wahrscheinlichkeit ihres
Gegentheiles besteht. Iierzu ist noch zu bemerken, dass,
wenn die beiderseitigen Beweisgriinde geniigend stark sind,
beide Wahrscheinlichkeiten die Hiilfte der Gewissheit merklich
iibertreffen konnen, d. h. also dass jede der einander ent-
gegengesetzten Moglichkeiten wahrscheinlich ist, wenn auch
die eine relativ weniger wahrscheinlich ist als die andere.
So ist es moglich, dass eine Sache % der Gewissheit und ihr
Gegentheil 3 der Gewissheit hat; dann ist jede der beiden
sich gegeniiberstehenden Moglichkeiten wahrscheinlich, dennoch
ist die erstere Moglichkeit weniger wahrscheinlich als die
letztere und zwar im Verhiltniss §: 3 = 8: 9.

Ich sehe voraus — wie ich nicht in Abrede stellen kann —,
dass sich bei der speciellen Anwendung dieser Regeln [222] viele
Umstiinde darbieten werden, welche schuld daran sein kinnen,
dass sich Jemand oft schmihlich irrt, wenn er bei der Unter-
scheidung der Beweisgriinde nicht vorsichtiz zu Werke geht.
Denn zuweilen kionnen Beweisgriinde verschiedene zu sein
scheinen, wiihrend sie thatsichlich nur einen und denselben
Beweisgrund vorstellen, oder umgekehrt kinnen thatsiichlich
verschiedene Beweisgriinde nur einen zu bilden scheinen;
bisweilen werden auch solche Beweisgriinde verwendet, welche
den DBeweis des Gegentheils villig unméglich machen; und
so fort. Zur Erliuterung dieser Verliiltnisse fiige ich noch
einige Beispiele an. Ich nehme in dem oben angegebenen
Beispiele des Gracchus an, dass die glaubwiirdigen Leute,
welche die Streitenden beobachtet haben, hbei dem Morder
noch rothe Kopfhaare wahrgenommen und dass Gracchus und
zwei Andere rothe Haare haben, dass aber keiner der beiden
Anderen einen schwarzen Mantel trug. Wenn nun hier Jemand
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aus den Indicien, dass ausser Gracchus noch drei Andere
schwarze Mintel trugen und zwei Andere ebenfalls rothes
Haar haben, schliessen wollte, dass die Wahrscheinlichkeit
von Gracchus’ Schuld zu der Wahrscheinlichkeit seiner Un-
schuld sich (nach Nr. 5) wie 1:2.3 = 1:6 verhalte und
dass Gracchus also viel wahrscheinlicher unschuldig als schuldig
ist, so wiirde er einen sehr falschen Schluss ziehen. Denn
hier sind eigentlich nicht zwei Beweisgriinde vorhanden, sondern
nur ein einziger, welcher aber von zwei Umstinden zugleich,
der Mantelfarbe und der Haarfarbe gestiitzt wird. Da diese
beiden Umstinde allein bei Gracchus zusammentreffen, so be-
zeugen sie, dass kein Anderer als er der Morder sein kann.

Hinsichtlich eines schriftlichen Vertrages erheben Si(:}l
Zweifel, ob das der Urkunde beigefiigte Datum in betri-
gerischer Absicht vorweggenommen sei. Ein Beweisgrund,
dass dies nicht der Fall ist, kann der sein, dass die Urkunde
von einem Notare, d. i. einer - Hffentlichen und vereidigten
Person, eigenhiindig unterzeichnet ist, von welchem es un-
wahrscheinlich ist, dass er einen Betrug veritbt hat, da er
dies nicht ohne die grisste Gefahr fiir seine Ehre und seine
Stellung hiitte thun konnen, und dass ferner unter finfzig
Notaren kaum einer sich findet, welcher so weit die Schlech-
tigkeit zu treiben wagen wiirde. Dafiir konnen die Beweis-
griinde sprechen, dass der Ruf dieses Notars ein sehr schlechter
ist, dass er aus dem Betruge fiir sich einen sehr grossen
Gewinn erwarten konnte, und zumal dass er etwas bezeugt
hat, was keine Wahrscheinlichkeit besitzt (z. B. wenn er be-
zeugt hitte, dass Jemand einem Andern 10000 Goldstiicke
geliehen hiitte zu einer Zeit, wo er nach allgemeiner Schiitzung
kaum 100 Goldstiicke in seinem ganzen Vermigen gehabt
haben konnte). Betrachten wir hier den Beweisgrund allein,
welcher aus dem Amte und der Stellung des Unterzeichners
folgt, [223] so konnen wir die Wahrscheinlichkeit der Echt-
heit des Datums auf 4§ der Gewissheit schitzen. Wenn wir
aber die Beweisgriinde fiir das Gegentheil erwigen, so werden
wir zugestehen miissen, dass die Urkunde kaum ungefiilscht
sein kann, und dass also ein in ihr begangener Betrug fast
moralische Gewissheit, d. h. gleichsam %% Gewissheit hat.
Daraus aber diirfen wir nicht folgern, dass die Wahrschein-
lichkeit der Echtheit der Urkunde sich zur Wahrscheinlichkeit
der Filschung (nach Nr. 7) verhilt wie 48 : %%%, d. h. dass
beide fast gleich sind. Wenn wir nimlich aunehmen, dass
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der Notar iibel beleumundet ist, so nehmen wir damit zugleich
an, dass er nicht zu den 49 rechtschaffenen Notaren, welche
Betriigereien verabscheuen, gehirt, sondern dass er jener
fimfzigste ist, welcher sich kein Gewissen daraus macht, in
seinem Amte treulos zu sein; damit aber verliert jemer Be-
weisgrund, welcher sonst fiir die Kchtheit der Urkunde hiitte
zeugen konnen, seine ganze Beweiskraft und wird villig
nichtssagend.

Kapitel 1V.

Ueber die zwei Arten, die Anzahl der Fiille zu ermittelu.
Was von der Art, sie durch Beobachtung zu ermitieln,
zu halten ist. Hauptproblem hierbei, und anderes.

In dem vorigen Kapitel wurde gezeigt, auf welche Weise
aus den Zahlen der Fille, in welchen Beweisgriinde fiir eine
beliebige Sache vorhanden oder nicht vorhanden sein kiénmen,
sie anzeigen oder mnicht anzeigen oder auch ihr Gegentheil
anzeigen kionnen, ihre Beweiskrifte und die diesen proportionalen
Wahrscheinlichkeiten sich bestimmen und schiitzen lassen. Wir
sind also dahin gelangt, dass zur richtigen Bildung von Ver-
muthungen iiber irgend eine. Sache nichts anderes zu thun
erforderlich ist, als dass wir zuerst die Zahl dieser Itiille
genau ermitteln und dann bestimmen, um wieviel die einen
Iille leichter als die anderen eintreten kinmen. Und hier
scheint uns gerade die Schwierigkeit zu liegen, da nur fiir
die wenigsten Erscheinungen und fast nirgends anders als in
Gliicksspielen dies moglich ist; die Gliicksspiele wurden aber
von den urspriinglichen Erfindern, damit die Spieltheilnelimer
gleiche Gewinnaussichten haben sollten, so eingerichtet, dass
die Zahlen der Fille, in welchen sich Gewinn oder Verlust
ergeben muss, im voraus bestimmt und bekannt sind, und dass
alle Fille mit gleicher Leichtigkeit eintreten kinnen. Bei den
weitaus meisten andern Erscheinungen aber, welche von dem
Walten der Natur oder von der Willkiir der Menschen ab-
hiingen, ist dies keineswegs der Fall. [224] So sind z B. bei
Wiirfeln die Zahlen der Fille bekannt, denn es giebt fiir
jeden einzelnen Wiirfel ebensoviele Fille als er Flichen hat;
alle diese Iille sind auch gleich leicht moglich, da wegen
der gleichen Gestalt aller Flichen und wegen des gleichmiissig
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vertheilten Gewichtes des Wiirfels kein Grund dafiir vorhanden
ist, dass eine Wiirfelfliche leichter als eine andere fallen sollte,
was der Fall sein wiirde, wenn die Wiirfelflichen verschiedene
Gestalt besissen und ein Theil des Wiirfels aus schwererem
Materiale angefertigt wire als der andere Theil. So sind
auch die Zahlen der Fille fiir das Ziehen eines weissen oder
eines schwarzen Steinchens aus einer Urne bekannt und kénnen
alle Steinchen auch gleich leicht gezogen werden, weil bekannt
ist, wieviele Steinchen von jeder Art in der Urne vorhanden
sind,. und weil sich kein Grund angeben lisst, warum dieses
oder jenes Steinchen leichter als irgend ein anderes gezogen
werden sollte. Welcher Sterbliche konnte aber je die Anzahl
der Krankheiten (d. i. ebensovieler Fille), welche den mensch-
lichen Korper an allen seinen Theilen und in jedem Alter
befallen und den Tod herbeifiihren konnen, ermitteln und an-
geben, um wieviel leichter diese als jene Krankheit, die Pest
als die Wassersucht, die Wassersucht als Fieber den Menschen
zu Grunde richtet, um daraus eine Vermuthung iiber das Ver-
hiltniss von Leben und Sterben kiinftiger Geschlechier abzu-
leiten? Oder wer konnte die unzihligen Fille von Verinde-
rungen aufzihlen, welchen die Luft tiglich unterworfen ist,
um daraus schon heute vermuthen zu wollen, welche Be-
schaffenheit sie nach einem Monate oder gar nach einem Jahre
hat? Oder ferner, wer dirfte die Natur des menschlichen
Geistes oder den bewunderungswiirdigen Bau unseres Korpers
so weit erforscht haben, um bei Spielen, welche ganz oder
theilweise von der Verstandesschirfe oder von der korper-
lichen Gewandtheit der Spieler abhingen, die Fille bestimmen
zu wollen, in welchen dieser oder jemer Spieler gewinnen
oder verlieren kann? Da diese und #hnliche Dinge von ganz
verborgenen Ursachen abhiingen, welche iiberdies noch durch
die unendliche Mannigfaltigkeit ihres Zusammenwirkens unsere
Erkenntniss bestindlg tiuschen, so wiirde es vollig sinnlos
sein, auf diese Weise etwas erforschen zu wollen.

Aber ein anderer Weg steht uns hier offen, um das Ge-
suchte zu finden und das, was wir @ prtor¢ micht bestimmen
kinnen, wenigstens a posteriors, d. h. aus dem Erfolge, wel-
cher bei ihnlichen Beispielen in zahlreichen Fillen heobachtet
wurde, zu ermitteln. Dabei muss angenommen werden, dass

jedes einzelne Ereigniss in ebenso vielen Fillen eintreten oder

nicht eintreten kann, als vorher bei einem gleichen Stande
der Dinge beobachtet wurde, dass es eingetreten oder nicht
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eingetreten ist. Denn z. B. wenn man beobachtet hat, dass
von 300 Menschen von dem Alter und der Constitution des
Titius 200 vor Ablauf von 10 Jahren gestorben sind, [225]
die iibrigen aber linger gelebt haben, so kann man mit hin-
reichender Sicherheit folgern, dass es doppelt so viele Fille
giebt, in welchen auch Titius innerhalb des niichsten Decen-
niums der Natur den schuldigen Tribut leisten muss, als
Fille, in welchen er diesen Zeitpunkt iiberleben kann. Ebenso
wenn Jemand schon seit langen Jahren das Wetter beobachtet
und sich angemerkt hat, wie oft es heiter oder regnerisch
war, oder wenn Jemand zwei Spielern sehr oft zugeschaut
und gesehen hat, wie oft dieser oder jener gewinnt, so kann
er gerade dadurch das Verhiiltniss bestimmen, welches dic
Zahlen der Fille, in denen dieselben Ereignisse unter den
vorangegangenen gleichen Umstinden auch nachher eintreten
oder nicht eintreten kinnen, wahrscheinlicher Weise zu einan-
der haben.

Diese empirische Art, die Zahl der Fille durch Beobach-
tungen zu bestimmen, ist weder neu noch ungewdéhnlich; denn
schon der berithmte Verfasser des Werkes »L’art de venser«13),
ein scharfsinniger und talentvoller Mann, hat in Kapitel 12
und folg. des letzten Theiles seines Werkes ein ganz #ihn-
liches Verfahren beschrieben, und alle Menschen beobachten
im tiglichen Leben dasselbe Verfahren. Auch leuchtet jedem
Menschen ein, dass es nicht geniigt, nur eine oder die
andere Beobachtung anzustellen, um auf diese Weise
iiber irgend ein Ereigniss zu urtheilen, sondern dass
eine grosse Anzahl von Beobachtungen erforderlich
sind. Zuweilen hat auch schon ein recht einfiltiger Mensch
in Folge irgend eines natiirlichen Instinktes von sich aus und
ohne jede vorangegangene Unterweisung die Erfahrung gemacht
(was wirklich wunderbar ist), dass man, je mehr diesbeziig-
liche Beobachtungen vorliegen, um so weniger Gefahr liuft, von
der Walrheit abzuirren. Obgleich nun dies aus der Natur der
Sache heraus von Jedem eingesehen wird, so liegt doch der auf
wissenschaftliche Prinzipien gegriindete Beweis durchaus nicht
auf der Hand, und es liegt mir daher ob, ihn an dieser Stelle
zu erbringen. Ich wiirde aber glauben zu wenig zu leisten,
wenn ich bei dem Beweise dieses einen Punktes, welchen
Jeder kennt, stehen bleiben wollte. Man muss vielmehr
noch Weiteres in Betracht ziehen, woran viel-
leicht Niemand bisher auch nur gedacht hat. Es
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bleibt ndmlich noch zu untersuchen, ob durch
Vermehrung der Beobachtungen bestindig auch
die Wahrscheinlichkeit dafiir widchst, dass die
Zahl der giinstigen zu der Zahl der ungiinstigen
Beobachtungen das wahre Verhdltniss erreicht,
und zwar in dem Maasse, dass diese Wahrschein-
lichkeit schliesslich jeden beliebigen Grad der
Gewissheit iibertrifft, oder ob das Problem viel-
mehr, so zu sagen, seine Asymptote hat, d. h. ob
ein bestimmter Grad der Gewissheit, das wahre
Verhiltniss der Fidlle gefunden zu haben, vor-
handen ist, welcher auch bei beliebiger Ver-
mehrung der Beobachtungen niemals iberschritten
werden kann, z B. dass wir niemals iiber §, $ oder §
der Gewissheit hinaus Sicherheit erlangen konnen, das wahre
Verhiiltniss der Fille ermittelt zu haben. Damit noch durch
ein Beispiel deutlich werde, [226] was ich meine, nehme ich
an, es seien in einer Urne olne dein Vorwissen 3000 weisse
und 2000 schwarze Steinchen und du wollest durch Versuche
das Verhiltniss derselben bestimmen, indem du ein Steinchen
nach dem andern herausnimmst (jedoch so, dass du jedes
gezogene Steinchen wieder zuriicklegst, ‘'ehe du ein neues
herausnimmst, damit die Zahl der Steinchen in der Urne nicht
kleiner wird) und beobachtest, wie oft ein weisses, wie oft
ein schwarzes Steinchen herauskommt. Es fragt sich nun, ob
du dies so oft wiirdest thun konnen, damit es zehn-, hundert-,
tausendmal u. s. w. wahrscheinlicher (d. h. schliesslich moralisch
gewiss) wird, dass die Zahl der Ziige, mit welchen du ein
weisses Steinchen ziehst, zu der Zahl derer, mit welchen
du ein schwarzes ziehst, dasselbe Verhiltniss 14, welches die
Zahlen der Steinchen (oder der Fille) selbst zueinander haben,
annimmt, als dass diese Zahlen irgend ein anderes, davon
verschiedenes Verhiltniss bilden. Ist dies nicht der Fall,
so gestehe ich, dass es um unsern Versuch, die Zahl der
Fille durch Beobachtungen zu ermitteln, schlecht bestellt ist.
Wenn es aber der Fall ist und man schliesslich auf diese
Weise moralische Gewissheit erhilt (dass dies wirklich so ist,
werde ich in dem folgenden Kapitel zeigen), so kinnen wir
die Zahlen der Fille @ posteriors fast ebenso genau finden,
als wenn sie uns @ priors bekannt wiren. Und dies ist fir
das biirgerliche Leben, wo das moralisch Gewisse als ab-
solut gewiss angesehen wird, nach Axiom 9 des Kapitels II
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hinreichend, um unsere Vermuthung in jedem beliebigen
Zufallsgebiete nicht weniger wissenschaftlich zu leiten als bei
den Gliicksspielen. Denn wenn wir an Stelle der Urne z. B.
die Luft oder den menschlichen Korper uns gesetzt denken,
welche eine Unmenge der verschiedenartigsten Veriindernngen
und Krankheit gerade so in sich bergen, wie die Urne die
Steinchen, so werden wir auch in gleicher Weise durch
Beobachtungen bestimmen konnen, um wieviel leichter auf
diesen Gebieten dieses als jenes Ereigniss eintritt.

Damit aber dies nicht unrichtig verstanden werde, ist
noch zu bemerken, dass wir das Verhdltniss zwischen
den Zahlen der Fille, welches wir durch Beobach-
tungen zu bestimmen unternehmen, nicht absolut
genau (denn so wiirde ganz das Gegentheil herauskommen
und desto unwahrscheinlicher werden, dass das richtige
Verhiltniss gefunden sei, je mehr Beobachtungen gemacht
wiren), sondern nur mit einer bestimmten An-
niherung erhalten, d. h. zwischen zwei Grenzen
einschliessen wollen, welche aber beliebig nahe
bei einander angenommen werden kénnen. Wenn
wir in dem oben angefiilhrten Beispiele der Urne mit den
Steinchen zwei Verhiltnisse, z. B. 33} und 323, oder 3981
und 3232, oder u.s. w., annehmen, von denen das eine wenig
kleiner, das andere wenig grisser als 11 ist, so zeigt es
sich, dass es mit jeder beliebigen Wahrscheinlichkeit wahr-
scheinlicher wird, [227] dass das dureh hiufig wiederholte
Beobachtungen gefundene Verhiltniss innerhalb dieser Grenzen
des Verhiltnisses 14 liegt, als ausserhalb derselben.

Dieses ist das Problem, welches ich an dieser Stelle zn
veriffentlichen mir vorgenommen habe, nachdem ich schon
seit 20 Jahren dasselbe mit mir herumgetragen habe; seine
Neuheit sowohl als auch sein ausserordentlich grosser Nutzen
in Verbindung mit seiner ebenso grossen Schwierigkeit lisst
alle iibrigen Iapitel dieser Lehre an Wichtigkeit und Bedeu-
tung gewinnen. DBevor ich aber auf seine Lisung eingehe, will
ich kuwrz die Einwinde widerlegen, welche einige Gelehrte )
dagegen erhoben haben.

1. Zuerst machen sie den Einwurf, dass das Verhiiltniss
zwischen den Steinchen von anderer Beschaffenheit sei als
dasjenige zwischen den Krankheiten und den Luftveriinderungen;
die Zahl jener sei bestimmt, die Zahl dieser aber unbestimmt
und unsicher.
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Darauf antworte ich: Beide sind hinsichtlich unserer Er-
kenntniss gleich ungewiss und unbestimmt. Dass aber irgend
ein Ding an sich und seiner Natur nach ungewiss und unbestimmt
beschaffen sei, kann von uns ebenso wenig verstanden werden,
als wir verstehen konnen, dass Gott etwas zugleich erschaffen
und nicht erschaffen hat; denn alles was Gott geschaffen hat,
hat er gerade dadurch, dass er es geschaffen hat, auch be-
stimmt.

9. Zweitens werfen sie ein, die Zahl der Steinchen sei
endlich, die der Krankheiten aber unendlich.

Ich erwidere hierauf: Die letatere Zahl ist eher erstaun-
lich gross als unendlich; aber zugegeben, dass sie unendlich
gross sei, so ist bekannt, dass auch zwischen zwei unendlich
grossen Zahlen ein bestimmtes Verhiltniss bestehen kann,
welches sich durch endliche Zahlen entweder genau oder
wenigstens so genau, als nur irgend wiinschenswerth ist, aus-
driicken lisst. So hat immer die Peripherie eines Kreises
ein bestimmtes Verhiltniss zu “seinem Durchmesser, welches
zwar nur durch unendlich viele Decimalstellen der Ludolph’-
schen Zahl genau angegeben wird, aber doch von Archimedes,
Metius und Ludolph selbst in Grenzen eingeschlossen ist,
welche fir den Gebrauch véllig ausreichen. Daher hindert
nichts daran, das Verhadltniss zwischen zwei unend-
lich grossen Zahlen, welche durch endliche Zahlen
sehr annihernd genau dargestellt werden konnen,
durech eine endliche Anzahl von Beobachtungen zu
bhestimmen.

3. Drittens machen sie den Einwand, dass die Zahl der
Krankheiten nicht bestindig dieselbe sei, sondern dass tig-
lich neue entstehen.

Darauf entgegne ich: Dass sich im Laufe der Zeiten die
Krankheiten vermehren kionnen, leugne ich mnicht, und sichor-
lich wiirde derjenige, welcher aus heutigen Beobachtungen
auf antediluvianische Zeiten zuriickschliessen wollte, gewaltig
von der Walrheit abirren. Daraus folgt aber nichts weiter
als dass bisweilen neue Beobachtungen angestellt
werden miissen; [228] auch bei den Steinchen wiirden neue
Beobachtungen nothwendig werden, wenn man annehmen
miisste, dass ihre Anzahl in der Urne sich geindert hitte.
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Kapitel V.
Lisung des vorigen Problems.

Um den weitlinfigen Beweis mit maglichster Kiirze und
Klarheit zu fithren, versuche ich alles rein mathematisch zu
formuliren und schicke zu dem Zwecke die folgenden Iliilfs-
sitze voraus; sind diese bewiesen, so besteht alles Uehrige
in ihrer blossen Anwendung. )

‘Hiilfssatz 1. Es sei die Reihe der natiirlichen Zahlen

0, 1,2, ..., 7—1, r, r41, ..., r<4s

gegeben, wo 7 irgend cine mittlere Zahl und » — 1 und 4 |
die dieser links und rechts henachbarten Zahlen hezeichnen.
Diese Reihe werde fortgesetzt, bis ihr letates Glied ein be-
liehiges ganzzahliges Vielfaches von » s, 2. B. nr 4 ns ist,
wodurch die neue Reihe entsteht:

0, 1, 2

Mit wachsendem 7 steigt auf diese Weise sowoll die An-
zahl der zwischen nr und nr -, bez. nr — i gelegenen
Glieder, als auch die Anzahl der Glieder, welche sich von
den Grenzgliedern nr -+ 7z, hez. nr — n bis zu den #usser-
sten Gliedern 77 +-»ns und 0 erstrecken. Niemals aber, wie
gross auch die Zahl » gewihlt werden mag, iibertrifft die An-
zahl der Glieder, welche grisser als n» -4 » sind, melr als
(s — 1)-mal die Anzahl der zwischen n7 und 27 42 ge-
legenen Glieder und die Anzahl der Glieder, welche klciner
als n7 — » sind, mehr als (# — 1)-mal die Anzahl der zwischen
nr —n und nr gelegenen Glieder.

Beweis. Die Anzahl der Glieder, welche grisser als
nr+n sind, ist gleich (s — 1) und der Glieder, welche
kleiner als nr — n sind, ist gleich 2 (r — 1). Die Anzahl
der zwischen 77 (ausschliesslich) und einer der heiden Grenzen
(einschliesslich) gelegenen Zahlen ist gleich . Es verhilt
sich aber stets

nis—1):n=s—1:1 .
und nr—1):n=r—1:1.

Daraus folgt, u. s. w. . ,

Y ey BT — Ny o, By o, AT 0, .., BE s,
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[229] Hiilfssatz 2. Wenn das Binom r 4 s in irgend
eine ganzzahlige Potenz erhoben wird, so hat die Entwickelung
immer ein Glied mehr als der Potenzexponent Einheiten.

Denn es besteht die Entwickelung eines Quadrates aus
drei, eines Cubus aus vier, eines Biquadrates aus fiinf Gliedern,
und so fort.

Hiilfssatz 3. In der Entwickelung einer Potenz des
Binoms » 4 s, deren Exponent irgend ein ganzzahliges Viel-
faches von 7 4 s = ¢, z. B. n (r 4 s) = nt ist, hat erstens
ein Glied M dann den- grossten Werth von allen Gliedern,
wenn die Anzahl aller ihm vorangehenden zu der aller ihm
folgenden Glieder sich wie s zu # verhilt, oder — was auf
dagselbe hinauskommt — wenn in ihm die Exponenten von
r und s sich wie » zu s verhalten uund jedes dem Gliede
M auf der rechten oder linken Seite niherstehende Glied
einen grosseren Werth als cin entfernteres Glied auf der
gleichen Secite. Zweitens hat das Glied M zu einem niihcren
(ilicde ein kleineres Verhiltniss, als — bei gleichem Ab-
stande der Glieder — dieses letztere zu dem entfernteren !5).

Beweis. 1. Den Mathematikern ist wohlbekannt, dass
die (nt)te Potenz des Binoms r - s sich durch die folgende
Reihe darstellen ligst:

(r—spt =t 4 (nlt) =t s o (n;) pri=2 gt L

nt

+ (732t) y2 gni—2 + ( . ) pent—t + Snl’

in welcher die Exponenten von # fortwihrend abnehmen,
wihrend die von s wachsen, und die Coefficienten des ersten
und letzten, zweiten und vorletzten Gliedes, u. s. w. mif
cinander iibereinstimmen. Da nun die Anzahl aller Glicder
ausser A/ (nach Ililfssatz 2) gleich nt=nr 4+ ns ist und
nach der Voraussetzung sich die Anzahl der M vorangehen-
den Glieder zu der ihm nachfolgenden wie s zu » verhilt, so
muss die Anzahl der vorangehenden Glieder gleich ns und
der nachfolgenden gleich » sein. Mithin ist nach dem Bil-
dungsgesetzes der Reihe:

],/I_____ (” t) 7.nrsns — (n t) rnrsns .
ns nr
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Bezeichet man mit L,, L,, L,, ... der Reihe nach die
links von A stehenden Glieder und mit R,, R,, R,, .
dic entsprechenden Glieder rechts, so folgt weiter: [230]

nt nt
L = an-}-i shs—t R = rnr—-l sus+! -
t ns—1 ! t nr—1 !

nt nt
L =( )7-nr+2 gns—2 R = ( pnr—2 gns42 -
2T \ns—2 ! 2 nr—2 )

Hieraus ergiebt sich durch Division:

_]E (nr41)s M (ns+1)r

=————7 —

L, nsr R, "~ ars
L, _ (mr+2)s R, _ (ns+2)r,

R, (nr—1)s’

Nun ist aber
(nr+1)s >mnsr ,  (ns1)r>>umnrs ,
(nr—42)s>(ns—1)r, (ns42)r>(nr—1)s,

folglich ist
M>L,, M>R,,;

L1>L2? Rl>‘l{2’

W.z b.ow
2. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass
wr-+1 _nr4+2 ns+1 _ns+4-2
”71-' <;zsi—1’ :7- <nr_—*——-l
ist, folglich ist auch
(nr<-1)s _ (nr4-2)s (ns—|—1)r<(ns+2) r
nsr (ns—1)r’ nrs (nr—1)s

oder, was dasselbe ist,
M _L, M _R,

L, < L’ R TR,
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In gleicher Weise lisst sich zeigen, dass
L, L, R, R,
L<p< o p<E<-

ist. Tolglich hat das griosste Glied M zu einem niherstehen-
den Gliede ein kleineres Verhiiltniss als dieses zu einem ent-
fernteren auf der gleichen Seite, wenn die beiden Intervalle
gleich sind. W. z. b. w.

[231) Hiilfssatz 4. In der Potenz eines Binoms mit dem
Exponenten n¢ kann die Zahl » so gross genommen werden,
dass die Verhiiltnisse des grissten Gliedes M zu zwei anderen
Gliedern L, und I,, welche die nt*" links und rechts von
M stehenden Glieder der Potenzentwickelung sind, grissere
Werthe haben, als irgend ein gegebenmes Verhiltniss.

Beweis. Da nach dem vorhergehenden Satze M den
Werth hat:

_77rt(nt _ 1)(7”—2) o (727‘—{— 1) nr NS
M= 1.2.3....ns e
nt(nt — 1) (nt—2) - - (ns—+ 1)

— ns
. 1-2:83:«¢..n7r Tms,

so haben nach dem Bildungsgesetze der Reihe die Glieder
L, und R, die Werthe:

nt(nt — 1) (nt—2) .. (nr4n-1)
1.2-3 -+ (ns—n)

nt(nt—1)(at—2) - (astnt1) 0 g,
1:2.3 .- (nr —n) ’

Ny ons—n
7 § y

L" =

Rn =

Hieraus folgt, nachdem die gemeinsamen Factoren durech Divi-
sion entfernt sind:

M __ (ar+nmr+n—1)(nr4+n—2)..-nr s
L, (ns—n+1)(ns —n+2) (ns—n=43) --- ns r*’
M  (ns+n)(ns+n—1)(ns4+n—2) - ns ™

E_—(nr —n41) (nr —n42) (nr—n-43) .- nr s
oder, nachdem +* und s* auf die einzelnen Factoren der
Coefficienten gleichmiissig vertheilt sind, was moglich ist, da
die Zihler und Nenner der Coefficienten gerade je » Factoren
besitzen:
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(nrs+ns) (nrs—-ns—s) (nrs+-ns—2s)...(nrs—s)
n (m's——nr—i—r)(m's——nr—i—‘27')(727'8—717'—{— 3r)...nrs o
( ).

M (nrs4-nr) (nrsd-nr—r) (nrs-nr—2r
727,—(nrs—ns—i—s)(nrs—ns+28)(n7's——ns-|—3s) Nrs

Die Verhiltnisse erhalten aber einen unendlich grossen Werth,
wenn 7 unendlich gross wird; denn es verschwinden dann die
Zahlen 1,2, 3, ... gegen 7, und die Factoren nr =7 = 1, 2, 3,...
haben denselben Werth wie 77 == % und ns o= n == 1,2,3,...
wie 7s = n, sodass man, wenn man noch Zihler und Nenner
durch 7 dividirt, erhlt!6):

[232] M (rs+s)rs—+s)(rs+s)...rs
L, (rs—7)rs —r){rs —7)... 75’
M (rs+r)(rs+4r)rs+7)...7rs
R, (rs—s)(rs —s)(rs —s) ... 75

Die beiden Grossen sind offenbar aus ebensovielen Briichen
rs + s T g

+ , bez. el zusammengesetzt, als Factoren im Zihler
rs —r rs — s
(oder Nenner) vorhanden sind, deren Anzahl gleich n, d. h
unendlich gross ist. Daher sind jene beiden Verhiltnisse die

unendlich hohen Potenzen der Briiche — + s und 22 +r

rs —r rs — §
und folglich selbst unendlich gross. Wer diesen Schluss be-
zweifeln sollte, nehme zwei unendliche fallende geometrische

rs —r rs — s

Reih it d tient d
eihen mit den Quotienten s s und — T
ist das Verhiltniss des ersten zum dritten, vierten, fiinften, . . .,
letzten Gliede gleich dem zwei-, drei-, vier-, ..., unendlich

I T r J r r
oftmal in sich selbst multiplicirten Bruche rzif’ bez. ; j T .
—_ A p—

Offenbar aber ist das Verhiltniss des ersten zum letzten Gliede,
welches in einer uuendlich fallenden Reihe gleich Null sein
muss, unendlich gross. Daher folgt, dass auch die unendlich

rs + s rs 47
———— und
rs —r rs — §

grossen Werth haben. Mithin ist nachgewiesen, dass in der
Entwickelung der unendlich hohen Potenz eines Binoms das

grosste Giied A/ zu zwei Gliedern L, und R, Verhiltnisse

; in diesen

hohen Potenzen von einen unendlich

)

(nrsr) .

TSRS
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hat, welche grosser sind als jedes angebbare Verhiltniss.
W. z. b, w.

Hiilfssatz 5. In der Potenz eines Binoms mit dem Ex-
ponenten 7¢ kann die Zahl 7 so gross gewihlt werden, dass
die Summe aller Glieder von dem griossten M an nach beiden
Seiten bis zu den Gliedern L, und R, (einsehliesslich) zur
Summe aller iibrigen Glieder, welche nach beiden Seiten ausser-

" halb dieser Grenzen L, und I, liegen, ein Verhiltniss von

grosserem Werthe als irgend ein gegebenes bildet.
Beweis. Da nach der zweiten Behauptung des Hiilfs-
satzes 3
M _ Lo L _ Lu
L4 Ln+l ! Lz Ln+2 !
ist, so ist auch
M L, L, L,
L'n Ln+1 Ln+2 Ln+3

Ly o Lugs
L:; Ln+3,

Nach Hitlfssatz 4 wird aber fiir einen unendlich grossen Werth
von 7 der Werth von 4 unendlich gross [233] und folglich

L,
b h d. v h.lt 0 Ll LQ L3 N
haben umsomehr die Verhiltnisse Toet’ Tops Tonsd

unendlich grosse Werthe. Daraus folgt aber weiter:

L|+L1+L3+"'+Ln —
Ln+4+Ln+2+Ln+3+ <o+ Ly

d. h. die Summe aller Glieder zwischen dem grissten Gliede
M und dem Gliede L, (einschliesslich) ist unendlich oft grisser
als die Summe ebensovieler Glieder, weleche nach links auf L,
folgen. Da aber nach Hiilfssatz 1 die Anzahl aller Glieder
links von L, die Anzahl der zwischen L, und M gelegenen
‘Glieder nur (s — 1)-mal (d. h. eine endliche Anzahl mal) tiber-
trifft, und da nach Hiilfssatz 3 die Glieder um so kleiner
werden, je weiter sie von I, nach links abstehen, so iiber-
treffen alle Glieder innerhalb L, (einschliesslich) und M (auch
wenn dieses nicht mitgerechnet wird) zusammen doch noch
unendlich oftmal alle links von Z, stehenden Glieder.

Auf gleiche Weise wird auch gezeigt, dass alle zwischen
R, (einschliesslich) und M (auch wenn dieses nicht mitge-

oo,
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rechnet wird) gelegenen Glieder zusammen unendlich oftmal alle
Glieder iibertreften, welche rechts von 12, stehen und deren
Anzahl die der ersteren nur (r — 1)-mal (nach Hiilfssatz 1)
iibertrifft. Daher iibertrifft schliesslich die Summe aller zwischen
den Grenzgliedern L, und R, gelegenen Glieder, wobei die
Grenzglieder mitgerechnet werden, das griosste Glied M aber
weggelassen ist, unendlich oftmal die Summe aller ausserhalb
dieser Grenzen stehenden Glieder; und um so mehr gilt dieser
Satz, wenn zu der ersten Summe das Glied M noch hinzu-
genommen wird. W.z. b. w.

Anmerkung. Gegen den vierten und fiinften Hiilfssatz
konnte von denen, welche sich nicht mit Unendlichkeits-
betrachtungen befreundet haben, der folgende Einwurf gemacht
werden: Wenn auch in dem Falle eines unendlich grossen
Werthes der Zahl n die Factoren der Ausdriicke, welche die

Verhiltnisse n und £l darstellen, niimlich nr =n 1,2, 3,...

LN —Rﬂ
und #ns = n %=1, 2, 3, ... den gleichen Werth wie nr = n
und ns D= » haben, da die Zahlen 1,2, 3,... in den ein-

zelnen Factoren gegeniiber dem iibrigen Theile verschwinden,
so liefern doch alle diese Zahlen in einander multiplicirt
(wegen der unendlich vielen Factoren) auch eine unendlich
grosse Zahl und also wird von den unendlich hohen Potenzen
der Briiche — + s und = +7
rs —r rs — §
wodurch sich endliche Zahlen ergeben konnen. Diesen Be-
denken kann ich nicht besser entgegentreten, als dass ich
jetat die Berechnung fiir einen endlichen Werth von 7 wirk-
lich durchfiihre; ich werde zeigen, dass auch in einer end-
lich hohen Potenz des Binoms die Summe der innerhalb der
Grenzglieder L, und R, (einschliesslich) stehenden Glieder
zur Summe aller iibrigen Glieder ein Verhiiltniss hat, welches
jedes beliebig gross gegebene Verhiltniss ¢ an Werth ubeltufft
Ist dies aber gezeigt, so muss der Einwand nothwendiger Weise
in sich zusammenfallen.
[234] Zu dem Zwecke nehme ich (fir die links von A
stehenden Glieder) irgend ein beliebiges Verhiltniss, welches

s+ s rs+4+s  r—1
>

unendlich viel subtrahirt,

und mul-

. r .
kleiner als - ist, also z. B.

§s—r rs
tiplicire dieses so oft (m-mal) in sich, dass das Product gleich
oder grisser als c(s — 1) ist, also

Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi) 259
(7‘ + 1)m
——7:'—n—~" 2 C(S — 1).

Um m zu bestimmen, hat man:
mlog(r + 1) — mlogr = log [c(s — 1)],
also ist | .
ogle(s —
m= log (rg—[l—(l) — E)g r

zu wihlen. Nun wurde in dem vierten IHiilfssatze das Ver-

hiltniss l[ aus dem Producte der Briiche:

L,
nrs-tns nrs-tns—s n'rs—}-ns —2s nrs—+s
nrs—nr =41 nrs—nr-4-2r" nrs—unr4+3r° ' nrs

bestimmt; jeder einzelne dieser Factoren ist aber kleiner als
rs - s
rs—r
n genommen wird. Folglich muss einmal, wenn # nur passend

r—41
r

und kommt diesem Bruche um so niher, je grosser

gewiihlt wird, einer dieser Briiche gleich werden. Be-

zeichnet man den Platz dieses Bruches in der Reihe der
Factoren mit m, so ist:

r=+1__ nrs—4ns — (m—1)s

r  nrs —ar-4mr
folglich: '
ms — s
n_m+r+1,
mst — st
t = mt
" + r—-41

Ich behaupte nun, dass dieser fiir n¢ gefundene Werth ‘den
Exponenten der Potenz angiebt, auf welche man das Binom
(r 4 s) erheben muss, wenn das grosste Glied M in der Ent-
wickelung das Grenzglied L, mehr c¢(s — 1)-mal iibertreffen

soll. Durch diese Annahme wird nimlich der m'® Bruch in
dem obigen Producte gleich ! und nach Voraussetzung

. (7. “l" 1)’"
ist ~————+- = ¢(s — 1); [235] allo Briiche aber, welche dem
r
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r+1
r
und alle ihm nachfolgenden sind mindestens grisser als 1.

- 1 m
Folglich iibertrifft das Product aller Glieder sicher Q—77)—

m'® in dem Producte vorausgehen, sind grosser als

und umsomehr ¢(s — 1), und da dieses Product gleich Lﬂ
n

ist, so folgt:
M>c(s—1) L,.
Ferner ist, wie oben gezeigt war:
M_ L _ Ly _ 1,
L, ~Lyyy ~Lyye Ly
folglich ist auch:
Ly >c(s— 1) Lyy,,
Ly >c(s— 1) Lyys,
Ly >c(s— 1) Luys,
L,>c(s—1) Ls,,
und summirt:

L, +L2+L3+' " "‘Ln>0(3"‘ IJ[Ln-}- 1 FLyge+ Ly st AL 2n).

Da aber die Glieder von A/ an fortwilirend abnehmen und
da die Anzahl der links von L, stehenden Glicder nicht melr
als (s — 1)-mal die Anzahl der Glieder L,, L,, ..., L,
iibertrifft, so folgt weiter, dass

L| +L2+ L3+ ’ +Ln> C[Ln+\ +Ln+2 +Ln+3 '+' T ]

ist, wo jetzt in der Klammer der rechten Scite alle links von
L, stehenden Glieder vorkommen.

In gleicher Weise verfahre ich in Bezug auf dic rechts
von M stehenden Glieder. Ich nehme jetzt das Verhiiltniss:

s+1<rs+r

§ rs—s

und finde, indem ich 7 so bestimme, dass

B = ooy
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ist:
= log [e (r — 1)] )
= log(s+1) —log s
Darauf setze ich in der Reilie der Briiche:

nrs - nr nrs—+nr—r nrs-nr-—2p nrs-r

nrs —ns—+4s’ nrs—ns4-2s’ nrs—ns-43s’ ' onrs !

oo Mo
welche das Verhiltniss —5- bestimmen, den m'e Bruch, also
n

nrs+nr —(m—1)r s+ 1
nrs —ns4-ms s

)

woraus sich ergicht:
mr —r

n=m - Py
und
mri — ri

s 1
Hicrauf wird genau auf dieselbe Art wie vorher gezeigt, dass
in dem zu dicser Potenz n¢ erhobemen Binome r + s das
grosste Glied A das rechte Grenzglied 72, mehr als ¢ (r — 1)-mal
iibertrifft, und weiter dass die Summe aller zwischen A/ (aus-
schliesslich) und 12, (einschliesslich) befindlichen Glieder die
Summe aller iibrigen Glieder, deren Anzahl nur gleich
(r — 1)-mal der Anzahl der ersteren Glieder ist, mehr als
c-mal iibertrifft.

Daher folgere ich schliesslich, dass die Summe aller Glieder
zwischen L, und 2, (einschliesslich) um mehr als c-mal grisser
ist als die Anzahl aller iibrigen Glieder, wenn das Binom
7+ s zu der Potenz erhoben wird, deren Exponent gleich der
grosseren der beiden Zahlen [236]

nt = mt -+

mst—st mrt—rt

P und m ¢ - Py

ist. Es ist also eine endlich hohe Potenz gefunden, welche
die gewiinschte Bigenschaft besitzt. W. z. b. w.

Nun folgt endlich der Satz, wegen dessen alle bisherigen
Betrachtungen angestellt worden sind und dessen Beweis nur
die Anwendung der aufgestellten Hiilfssitze erfordert. Um aber
listige Umschreibungen zu vermeiden, nemne ich die Fille, in

mit 4
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welchen irgend ein Ereigniss eintreten kann, fruchtbare oder
giinstige und die Fille, in welchen dasselbe Ereigniss nicht
eintreten kann, unfruchtbare oder ungiinstige. Ebenso
nenne ich die Versuche und Beobachtungen fruchtbare oder
giinstige, in welchen einer der giinstigen Fille eintritt, und
unfruchtbare oder ungiinstige jene, in welchen der Ein-
tritt eines der ungiinstigen Fille beobachtet wird.

Satz. Es mége sich die Zahl der giinstigen
Fille zu der Zahl der ungiinstigen Fille genau

0

oder ndherungsweise wie %, also zu der Zahl aller

Fille wie - = — — wenn » + 8 =1 gesetzt

»+ 8
wird — verhalten, welches letztere Verhaltniss

r+ 1 7 —

n und

ist. Nun kénnen, wie zu beweisen ist, soviele
Beobachtungen gemacht werden, dass es beliebig
oft (z. B. ¢c-mal) wahrscheinlicher wird, dass das
Verhiltniss der giinstigen zu allen angestellten
Beobachtungen innerhalb dieser Grenzen liegt
als ausserhalb derselben, also weder grosser als

» 1 o 1
r+ , noch kleiner als !

1 enthalten

zwischen den Grenzen

ist.

Beweis. Man setze die Anzahl aller anzustellenden Beob-
achtungen gleich n¢ und frage, wie gross die Hoffnung dafiir
ist, dass alle Beobachtungen, dann alle Beobachtungen bis auf
eine, bis auf zwei, drei, vier, ... giinstige sind. Da aber
nach der Voraussetzung bei jeder Beobachtung ¢ Fille mig-
lich sind, von welchen r giinstige und s ungiinstige sind, und
da jeder Fall einer Beobachtung mit jedem Falle einer zweiten
Beobachtung combinirt werden kann, die combinirten IFille
aber wieder mit jedem Falle einer dritten, vierten, ... Beob-
achtung verbunden werden konnen, so ist klar ersichtlich, dass
hier die Regel, welche auf die Anmerkung [237] zu der Auf-
gabe XII des ersten Theiles (8. 47, 48) folgt, und deren zweiter

Zusatz zur Anwendung kommen miissen. Darnach findet man,
nt

dass die Hoffnung auf keine ungiinstige Beobachtung gleich %2 ,

nty r—ts ¢
auf eine ungiinstige Beobachtung gleich (1) o adf
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zwei, drei, ... ungiinstige Beobachtungen bez. gleich
nt\y rvi—2 st nty ynt—3 g3 ]

(2) —pr (3) i o ist. Es werden also (indem
man den gemeinsamen Nenner ¢ fortlisst) die Wahrschein-
lichkeitsgrade 1) oder die Zahlen der Fille, in welchen es
sich ereignen kann, dass alle Beobachtungen giinstige, dass
alle bis auf eine, zwei, drei ... ungiinstize Beobachtungen
giinstige sind, gleich

nt ni nt
rnt’. ( ) ) yut—1 s, (2 ) prt—2 82, (3 ) yni—3 83, .

Diese Ausdriicke sind aber gerade die Glieder der s gten
Potenz des Binoms 7 -+ s, welche in unseren Hiilfssitzen be-
trachtet worden ist, und deshalb liegt alles Weitere klar zu
Tage. Aus der Beschaffenheit dieser Reihenentwickelung ist
sofort ersichtlich, dass die Zahl der Fille, in welchen nr
Beobachtungen giinstige und die iibrigen 7zs Beobachtungen
ungiinstige sind, nach Hiilfssatz 3 genan gleich dem grossten
Gliede M ist, da ihm ns Glieder vorangehen und nr Glieder
folgen. Ebenso ist klar, dass die Anzahl der Fille, in welchen
von allen n¢ Beobachtungen n7 -} n, bez. nr — n giinstige
und die iibrigen ungiinstige sind, durch die Glieder L, und
I, gegeben werden, da diese ja um 2 Glieder von dem
grossten Gliede M nach beiden Seiten hin abstehen. Folglich
ist die Anzahl aller Fille, in denen nicht mehr als #r -+ »
und nicht weniger als nr — » giinstige unter allen »#¢ Beob-
achtungen sind, gleich der Summe aller Glieder der Ent-
wickelung von (r - s)*!, welche zwischen L, und R, (ein-
schliesslich der Grenzen) liegen. Die Anzahl aller iibrigen
Fille, in welchen mehr als 77—+ » oder weniger als nr —n
Beobachtungen giinstige sind, ist gleich der Summe aller
iibrigen Glieder der Potenzentwickelung, welche ausserhalb
des Intervalles L, bis I?, stehen. Da nun der Potenzexpo-
nent des Binoms so gross genommen werden kann, dass die
Summe der Glieder, welche von den beiden Grenzen L, und
R, (diese mitgerechnet) eingeschlossen sind, mehr als c-mal
grosser ist als die Summe aller iibrigen Glieder ausserhalb
dieser Grenzen (nach Hilfssatz 4 und 5), so folgt: Es
kénnen so.viele Beobachtungen angestellt werden,
dass die Anzahl der Falle, in welchen das Verhilt-
niss der giinstigen zu allen idberhaupt angestellten
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. nr -+ n
Beobachtungen [238] die Grenzwerthe — und
r — 41 r—1
n " " oder T+ nd’ ; nicht iiherschreitet, mehr

als c-mal grosser ist als die Summe der iibrigen
Fille, d. h. dass es mehr als ¢-mal wahrscheinlicher
wird, dass das Verhiiltniss der Anzall der giinstigen
zu der Amnzahl aller Beobachtungen die Grenzen

r—+ 1
t

r—1 . . .
und — nicht iiberschreitet, als dass es sic

iiberschreitet W. z. b. w.
Bei der speciellen Anwendung dieses Satzes auf Zallen
erkennt man leicht, dass, je grossere Zahlen fiir 7, s und ¢

genommen werden (wobei jedoch % densclben Werth behalten

r—+41

muss), um so enger die Grenzen

— 1
und 4 ; des Ver-

hilltnisses 77 aneinanderriicken. Wenn also das Verhiltniss

r N . .
5% B. gleich > ist, so setze ich nicht =3 und s=2,

sondern r =30 und s=20, also ¢{=17r-4s= 50 oder
r =300 und s = 200, also = 500. Im ersteren Falle
sind die Grenzen
3 — 1 2
____7'-—{-—1:_1_ ud ~ l=&)—~
14 50 14 50

Nehme ich noch ¢ = 1000, so bestimmen sich = und n¢
nach der Anmerkung (Scite 101) fiir die Glieder auf der
linken Seite von M:

! —1 4,2787536
7722 Og[c (S )] — ) ) <3Ul,
=log (r-4-1)—logr 0,0142405
mst—st
nt = _— 2472
nt=mt-4 P < 8
und fiir die Glieder auf der rechten Seite von M:
1 *— 4 3980
= 108 [e (r — 1)] _ 4,462 8‘ <211,
= log (s 4 1) — log s 0,0211893
wt=mt4 T 955s.

s+ 1
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Daher ist es, nach dem oben bewiesenen Satze, mehr als
1000-mal wahrscheinlicher, dass bei 25550 angestellten
Beobachtungen das Verhiiltniss der giinstigen zu allen Beob-
achtungen innerhalb der Grenzen #} und 2} (diese einschliess-
lich) liegt als ausserhalb derselben. Setzt man ¢ = 10000
oder ¢ = 100000, so findet man auf gleiche Weise, dass
31258 Beobachtungon nothwendig sind, damit es 10000-mal
wahrscheinlicher ist, dass das angegebene Verhiltniss innerhalb
der genannten Grenzen liegt als ausserhalb derselben, [239)
und dass, damit es 100 000-mal wahrscheinlicher wird, 36966
Beobachtungen nothig sind, und so fort in das Unendliche, in-
dem man immer ein Vieifaches von 5708 Beobachtungen zu
25550 hinzuaddirt.

Wenn also alle Ereignisse durch alle Ewigkeit hindurch
fortgesetzt heobachtet wiirden (wodurch schliesslich die Walr-
scheinlichkeit in volle Gewissheit ithergehen miisste), so wiirde man
finden, dass Alles in der Welt aus bestimmten Griinden und in
hestimmter Gesetzmissigkeit eintritt, dass wir also gezwungen
werden, auch bei noch so zufiillig erscheinenden Dingen eine
gowisse Nothwendigkeit, und sozusagen ein Fatum anzunehmen.
Ich weiss nicht, ob hierauf schon Plafo in seiner Lehre vom
allgemeinen Kreislaufe der Dinge '8} hinzielen wollte, in welcher
er belauptet, dass Alles nach Verlauf von unzéihligen Jahr-
hunderten in den urspriinglichen Zustand zuriickkehrt.



